11. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 11: ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

11.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ C(X; Y )

ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á C(X; Y ) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ C(X; Y ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ sup-ÍÅÔÒÉËÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

d(f; f^′) = sup_{x∈X} d(f(x); f^′(x)):

ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÕÐÒÅÍÕÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ { ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Z.

ðÕÓÔØ ´_” ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ Œ Y × Y , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ´_” = {(y; y^′) ∈ Y × Y | d(y; y^′) < "}:

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : X −→ Y , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ˘ = ’ × Id_Y : X × Y −→ Y × Y . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË `_’ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË `_’ = ’^{−1}(´).

ðÕÓÔØ `_{’;”} := ˘^{−1}(´_”) { ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ `_’, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚ ´_”.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.1. îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ d(’; ’^′) < " ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆÉË `_’′ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ Œ `_{’;”}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.2. ðÕÓÔØ X × C(X; Y )^{ev}−→ Y , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÕ (x; ’) Œ ’(x). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜŒÁÌÀÁÃÉÉ (ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ).

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ { ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 11.3: ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á C(X; Y ) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 1 { version 1.2, 07.04.2008

íÎÏÖÅÓÔŒÏ `_{’;”} ÐÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË ¯^{−1}(W )

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y , Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ X ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜŒÁÌÀÁÃÉÉ X × C(X; Y )^{ev}−→ Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ { ÓÁÍÁÑ ÓÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ev ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.4. éÚ ôÅÏÒÅÍÙ 11.3 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ C(X; Y ) ÃÅÌÉËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ X É Y .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.5. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Œ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. óÅ- ËŒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ev ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ) ÉÚ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

d(f_i(x_i); f(x)) ⩽ d(f_i(x_i); f(x_i)) + d(f(x_i); f(x))

ÇÄÅ {f_i} ∈ C(X; Y ) { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ Ë f, Á {x_i} ∈ X { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë x.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.6. äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÔÏÞËÅ, ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÏÜÔÏÍÕ X × C(X; Y )^{ev}−→ Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ Õ X ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÔÏÞËÅ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 2 { version 1.2, 07.04.2008

íÙ ÚÁŒÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ôÅÏÒÅÍÙ 11.3 Œ ËÏÎÃÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÅË- ÃÉÉ.

11.2. TÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÇÒÁÆÉËÁ

ðÕÓÔØ X, Y { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á C(X; Y ) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y .

ðÕÓÔØ W { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X × Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_W Œ C(X; Y ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f ∈ C(X; Y ) ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË `_f ÌÅÖÉÔ Œ W . ðÕÓÔØ C^′(X; Y ) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÂÁÚÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ S_W , ÇÄÅ W { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U × V ⊂ X ⊂ Y Ó ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ ë × Y , ÇÄÅ K ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X × C^′(X; Y )^˘−→ X × Y , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x; ’) Œ (x; ’(x)). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U × V ⊂ X × Y , ÐÕÓÔØ W := U × V ∪ (X\U) × Y:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ S_W ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

˘^{−1}(U × V ) = U × S_W :

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ’ ∈ C(X; Y ), ÏÂÒÁÚ ’(U) ÌÅÖÉÔ Œ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆÉË ’ ÌÅÖÉÔ Œ W . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ˘ : X × C^′(X; Y ) −→ X × Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜŒÁÌÀÁÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ˘ É ÐÒÏÅËÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ X × C^′(X; Y )^{ev}−→ Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÂÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ C^′(X; Y ) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ S_W , ÇÄÅ W = U × V ∪ (X\U) × Y . üÔÁ ÂÁÚÁ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ı(˘^{−1}(A)), ÇÄÅ ı : X × C^′(X; Y ) −→ C^′(X; Y ) { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, Á A = U × V ÏÔËÒÙÔÏ Œ X × Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÑ C^′(X; Y ) ÅÓÔØ ÓÌÁÂÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ˘ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.7. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ X × C(X; Y )^˘−→ X × Y Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ C(X; Y ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ev Œ ÜÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ev ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ˘ É ÐÒÏÅËÃÉÉ, Á ˘ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ev É ÐÒÏÅËÃÉÉ X × C(X; Y ) −→ X.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 3 { version 1.2, 07.04.2008

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ C^′(X; Y ) { ÓÌÁÂÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ev. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ôÅÏÒÅÍÙ 11.3 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ C^′(X; Y ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ C(X; Y ).

ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁ- ÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÔÏÞËÅ Á Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ôÅÏÒÅÍÙ 11.3, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^′(X; Y )^{Id}−→ C(X; Y ). âÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ C(X; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ S_{`’;”} (úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.1). ôÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙ Œ C^′(X; Y ), ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ C^′(X; Y ). ðÏÜÔÏÍÕ C^′(X; Y )^{Id}−→ C(X; Y ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ S_W , ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ C^′(X; Y ) { ÓÌÁÂÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜŒÁÌÀÁÃÉÉ, Á X × C(X; Y )^{ev}−→ Y ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ C^′(X; Y ) ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ C(X; Y ). íÙ ÄÏ- ËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 11.8: ðÕÓÔØ Y { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Z { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÉ C(X; Y ) × C(Y; Z)^A−→ C(X; Z) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C(X; Y )×C(Y; Z)^A−→ C(X; Z) ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

X × C(X; Y ) × C(Y; Z)^{IdX ×A}−→ X × C(X; Z)

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÏ ôÅÏÒÅÍÅ 11.3, ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X×C(X; Z) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ- ÓÑ ev^{−1}(U), ÇÄÅ U ⊂ Z { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ev^2(X × C(X; Y ) × C(Y; Z)) −→ Z, (x; ’; ) −→ (’(x)) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ev^2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÜŒÁÌÀÁÃÉÉ ÄŒÁ ÒÁÚÁ: ÐÅÒŒÙÊ ÒÁÚ (x; ’; ) −→ (’(x); ), Á ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ { (’(x); ) −→ (’(x)), É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜŒÁÌÀÁÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ôÅÏÒÅÍÙ 11.3.

11.3. úÁÍÅÞÁÎÉÑ

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ C(X; Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏÍ ÏÔËÒÙ- ÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 4 { version 1.2, 07.04.2008

ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ X É ÌÀÂÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÇÏ) Y . äÌÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ X É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ Y , ÐÕÓÔØ V(K; U) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ K Œ U. ïÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ (compact-open topology) ÎÁ C(X; Y ) { ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÂÁÚÏÊ V(K; U).

úÁÄÁÞÁ 11.9 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á Y ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 11.10 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ C(X; Y )× C(Y; Z) −→ C(X; Z) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÅÓÌÉ X, Y , Z ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ.

Ralph Hartzler Fox (1913 - 1973)

ïÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÉÚÏÂÒÅÌ Œ 1945-Í ÇÏÄÕ òÁÌØÆ æÏËÓ, ÕÞÅÎÉË óÏÌÏÍÏÎÁ ìÅÆÛÅÃÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÎÁÕÞÎÙÍ ÒÕËÏŒÏÄÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ äÖÏÎÁ íÉÌÎÏÒÁ É âÁÒÒÉ íÁÚÕÒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 5 { version 1.2, 07.04.2008

12. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 12: óŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

12.1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, a A ⊂ M { ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÏÇÄÁ A ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ (clopen).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.2. ïÞÅŒÉÄÎÏ, M É ∅ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙ. åÓÌÉ Õ M ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ M É ∅, ÔÏ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ, ÎÅÐÕÓÔÙÈ, ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, U É M\U. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.3. ðÕÓÔØ í { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á X ⊂ M { ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ôÏÇÄÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ (connected), ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

(i) X ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÒÏÍÅ X É ∅.

(ii) X ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ, ÎÅÐÕÓÔÙÈ, ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.4: óŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] { ÜÔÏ ÏÔÒÅ- ÚÏË, ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÉÌÉ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ.^1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ X ⊂ [0; 1] { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ ÉÌÉ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ. ôÏÇÄÁ Œ [0; 1]\X ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÏÞËÁ ¸ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Œ X ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ x > ¸ É ÔÏÞËÁ y < ¸. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, X ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ, ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ∩ [0; ¸[ É X∩]¸; 0].

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÉÌÉ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ I ÓŒÑÚÎÙ, ŒÏÚØÍÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ I Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ, ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y , É ÐÕÓÔØ x ∈ X { ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ I { ÉÎÔÅÒŒÁÌ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ðÕÓÔØ I_x { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ X É

1ôÏÞËÁ É ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ É ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 6 { version 1.2, 07.04.2008

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x. ôÏÇÄÁ I_x ÜÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ]¸; ˛[⊂ I, ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÂÏ ¸, ÌÉÂÏ˛ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ I. ðÕÓÔØ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ¸ ÜÔÏ ÎÅ ËÏÎÅÃ I. ôÏÇÄÁ ¸ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ Y . ðÏÓËÏÌØËÕ Y ÏÔËÒÙÔÏ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ¸, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.5. úÁÍÙËÁÎÉÅ —Z ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ŒÓÅÇÄÁ ÓŒÑÚ- ÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ —Z ÕÄÁÌÏÓØ ÒÁÚÂÉÔØ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅ- ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U É V , U ∩Z É V ∩Z ÏÔËÒÙÔÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ Z ÐÌÏÔÎÏ Œ —Z, ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.6. ðÕÓÔØ X ÓŒÑÚÎÏ, Á f : X −→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ f(Y ) ÓŒÑÚÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(Y ) ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÈ ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚÙ { ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.7: åÓÌÉ f : X −→ R { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏ f(X) ÜÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÉÌÉ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ f(x_1) É f(x_2).

ðÏÎÑÔÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÚÕÞÁÌÉ ÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Œ XIX ŒÅËÅ, ÎÏ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒŒÙÍ ŒŒÅÌ áÎÒÉ ðÕÁÎËÁÒÅ.

12.2. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.8. ðÕÓÔØ X É Y { ÄŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M. ôÏÇÄÁ X ∪ Y ÔÏÖÅ ÓŒÑÚÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.9. ðÕÓÔØ x ∈ M { ÔÏÞËÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, Á A_x { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x. œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, A_x ÓŒÑÚÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.10. ëÁÖÄÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÅÒÅÓËÁÀÝÉÍÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 7 { version 1.2, 07.04.2008

Jules Henri Poincar«e

(1854 - 1912)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.11. åÓÌÉ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ, ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U É V , ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÃÅÌÉËÏÍ Œ U ÉÌÉ Œ V (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÏÔËÒÙÔÙÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.12. ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ, ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U É V . ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÉ f ÓŒÑÚÎÙ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U É V ÓÏÄÅÒÖÁÔ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÃÅÌÉËÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ U = f^{−1}(U_1), V = f^{−1}(V_1), ÐÒÉÞÅÍ U_1 É V_1 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÀÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÏÔËÒÙÔÏ, U_1 É V_1 ÏÔËÒÙÔÙ É ÎÅÐÕÓÔÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.13: ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ, É Y ÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ X ÓŒÑÚÎÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 8 { version 1.2, 07.04.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.14. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y ÓŒÑÚÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ı : X × Y ÏÔËÒÙÔÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ) É ÉÍÅÅÔ ÓŒÑÚÎÙÅ ÓÌÏÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.15. åÓÌÉ f : X −→ Y ÎÅ ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ X ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Y É ÓÌÏÅŒ f. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ Œ R Ó ÏÂÙÞ- ÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. óÌÏÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ { ÔÏÞËÉ, ÏÂÒÁÚ ÓŒÑÚÅÎ, ÎÏ R Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÓŒÑÚÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.16. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓŒÑÚÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.17. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌ- ÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { ÔÏÞËÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.18: ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏ- ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ M ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ m ∈ M. œ ÓÉÌÕ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m_1 ≠ m ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ m. ðÏÜÔÏÍÕ {m} { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, {m} = ⋂ U_ff. ìÀÂÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ m, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÃÅÌÉËÏÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÏÜÔÏÍÕ Z ⊂ ⋂ U_ff = {m}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.19: ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z_p p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚ- ÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Œ Z_p ÚÁÍËÎÕÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

úÁÄÁÞÁ 12.20. œÓÅ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z_p ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.21. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á f : M −→ X { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X ÔÁËÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ: U ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ f^{−1}(U) ÏÔËÒÙÔÏ. üÔÏ ÓÉÌØÎÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.22. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á M { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ M ÓÉÌØÎÅÊÛÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı : M −→ M ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. ôÏÇÄÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ M.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 9 { version 1.2, 07.04.2008

12.3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.23. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ‚ : [0; 1] −→ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x É y ÌÅÖÁÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ‚.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.24. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÓŒÑÚÅÎ, ÏÂÒÁÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓŒÑÚÅÎ, ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓŒÑÚÎÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔÉ.

çÒÁÆÉË f(x) = sin(1=x)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÉË `_f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f(x) = sin(1=x),

f : ]0; 1] −→ [−1; 1]:

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏ; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ —`_f ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ `_f É ÏÔÒÅÚËÁ {0} × [−1; 1].

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ `_f ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÕ ]0; 1] (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ). ðÏÜÔÏÍÕ —`_f ÔÏÖÅ ÓŒÑÚÎÏ, ËÁË ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÅ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 10 { version 1.2, 07.04.2008

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.25: ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —`_f ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ ‚ : [0; 1] −→ —`_f { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ Œ {0} × [−1; 1]. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ‚ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ {0} × [−1; 1]. ðÕÓÔØ U ⊂ [0; 1] { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ËÁË ‚^{−1}(`_f ), U_0 { ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ U, —U_0 { ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, Á Z = ‚( —U_0). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Z ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ {0} × [−1; 1] (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ‚([0; 1]) ÌÅÖÉÔ Œ `_f , É ÍÙ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ).

ûÁÇ 1: ðÏÓËÏÌØËÕ —U_0 ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Z ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ûÁÇ 2: ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ‚(U_0) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ {0} × [−1; 1], ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ `_f . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‚(U_0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

{(¸; sin(1=¸)) | 0 < ¸ < c};

É ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË {0} × [−1; 1] ÃÅÌÉËÏÍ.

ûÁÇ 3: ðÏÓËÏÌØËÕ Z\‚(U_0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ {0} × [−1; 1], ÏÂÒÁÚ ‚( —U_0\U_0) ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË {0}×[−1; 1]. îÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —U_0\U_0 ËÏÎÅÞÎÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 11-12 { 11 { version 1.2, 07.04.2008